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1. Introduccion

La naturaleza ofrece una amplia diversidad de poblaciones susceptibles a ser repartidas en
categorias. Cada disciplina cientifica requiere de clasificaciones de sus objetos en estudio, a partir de
caracterizaciones adecuadas de los mismos. Mas ain, puede afirmarse que la clasificacidn siempre
ha sido una de las actividades inherentes al hombre: es una de las bases de todo conocimiento

humano.

Por Clasificacion Automdtica se entiende una extensa coleccién de algoritmos, ideas y técnicas
tendientes a resolver racionalmente el problema general de la clasificacién de ob jetos.

Se distinguen dos vastas familias de métodos: las técnicas de particionamiento y las técnicas
jerdrquicas.

Las primeras establecen particiones de la coleccién de objetos en clases disjuntas, con base a
criterios de calidad especificos. Las técnicas jerarquicas establecen una tipologia completa de los
objetos en estudio, conduciendo a clasificaciones de tipo arbéreas o dendogramas.
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& 2. Indices de disimilitud

Las disimilitudes generalizan el concepto de las distancias en el conjunto de ob jetos a clasificar
Q. El primer paso en un andlisis de Clasificacion Automédtica generalmente serd escoger un indice
de disimilitud apropiado.

Especificamente, un indice de disimilitud (o simplemente una disimilitud) sobre un conjunto
es una aplicacion d : () x ) — R que verifica las siguientes dos propiedades:

(1) Simetria:  d(z,y) =d(y,z), ¥,y € Q.
(2) No-negatividad: d(z,y) >0, Vz,y € ). Ademds, d(z,z) =0, Vz € .

Si adicionalmente d verifica la propiedad
(3) d(I}y]=ﬂ =T =Y, vI?yEﬂ?

entonces a d se le acostumbra llamar desviacion sobre . Cuando d verifica (1), (2), (3) y ademés
verifica la desigualdad triangular:

(4) d(z,y) <d(z,z) +d(z,y), Vr,y,z€cQ,

entonces d es una distancia sobre (). Finalmente, si d verifica las propiedades (1), (2), (3) y verifica
la desigualdad ultramétrica:

(5) d(z,y) < méx{d(z,z),d(z,y)}, VYz,y,z€Q,

entonces a d se le acostumbra llamar distancie ultramétrica sobre ). La desigualdad ultramétrica
es equivalente a la desigualdad triangular generalizada:

d(z,y) < [(d(z,2))" + (d(z,9)) 1", Vr,y,2 € Q¥ > 0.
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2.1. Disimilitudes para datos de tablas binarias

En este caso cada uno de los n objetos de (2 estd caracterizado por p atributos o variables
dicotémicas comunes para todos los objetos. Asi, Q = {wy,...,w,}, donde w; = (wj, ..., wip),
conwi; €{0,1},1<i<n, 1<j<p

Los valores 1 6 0 en cada variable dicotémica indican la presencia o ausencia del atributo
logico en cuestidn para el objeto especifico. Este tipo de datos se presenta con frecuencia en las
aplicaciones en biologia y antropologia, entre otras.

Paral<i<nyl<j<n,coni#j, sean:

» ajj = Y1, Wit wj; el nimero de atributos presentes simult4neamente en los ob jetos w; y
.

m bj; =D 7 (1 —wy)wsi el mimero de atributos presentes en el ob jeto w; y ausentes en el
objeto w;.

m cij = D p—; Wik (1 — wj) el nimero de atributos presentes en el objeto w; y ausentes en el
objeto w;.

m dij =)0 (1 —wi) (1 —wy) el mimero de atributos ausentes en ambos ob jetos w; y w;.

s n; = ) p_, wir el mimero de atributos presentes en el objeto w;.
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A continuacidn se enumeran los indices de disimilitud més importantes para tablas binarias,
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mencionados en la literatura.

Jaccard-1901:

Sokal y Michener—1958,
Rogers y Tanimoto—1960:

Czekanowki-1913, Dice-1945, Sorensen—1948:

2a;,;
dy=1— i
2(aij +dij +cij)

Russel y Rao—1940:

gy =1 %t dy=1- %
P P
Kulczynski-1927: Kulczynski-1928:
aij (1 1 ) bij +cij
ds =1— —| — 4+ — dg = ——
’ E (ﬂ-a +ﬂj ° 7 a4 +di

Ochiai: Sokal y Sneath:

d/'(=1— ajq d3=l—aij+dﬁ
VT bij +cij

Sokay y Sneath: Yule:

dy =1— %ij dyo =1 ik — bige|

aij +2(bij +cij)

Ihstancia euclideana ponderada:

dy = bij + i

aijdij + bijcij

Ihistancia de la correlacion:
dp =1— laizdij — biscijl
V{aij +bij)(cij +dij)aij +cij)(bij + dij)
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En este caso cada uno de los n objetos estd caracterizado por los valores medidos en p variables
cuantitativas vy, ..., vp. Para el cdlculo de las disimilitudes entre ob jetos se cuenta entonces con
una tabla rectangular de datos. Asi:

w].]. - w].

Wypy *** wﬂ.p

donde w;; = v (w;) es el valor medido del objeto w; en la variable v;. A continuacién se enumeran
los principales indices de disimilitud mencionados en la literatura especializada.

(a) Distancias de Minkowsy:

P 1/r
dig(wi, wj) = (Z lwix — w ik |") , con 7 > ().
k=1

(b) Distancia de Chebychev:

dy4(wi, wj) m:ixp [wix — wl.

- k=1,...,

(c) Distancias euclid eas:

Las disimilitudes mayormente utilizadas en las aplicaciones son las distancias euclideas. Estas
son de la forma d%(w;,w;) = (w; — w;)’ Q(w; — w;), donde @ es una matriz simétrica y defini-
da positiva. Diferentes selecciones de la métrica () conducen a diferentes disimilitudes. Las més
empleadas son:
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) Distancia euclidea cldsica:

P
dis (wi; wj) = Z(W-gk — Wk )2.
k=1

(c2) Distancia de las varianzas:
P

1
dig(wi, wj) = D —(wir —wi)?,
k=1 Tk
(¢3) Distancia de Mahalano bis:
dy7(wi, wj) = (wi —w;)! V1 (w; — wy),
donde V' es la matriz de varianzas y covarianzas de vy, ..., vp. La disimilitud de Mahalanobis
aparece con frecuencia en la teoria del Andlisis de Datos, en especial en el Analisis Discriminante.

Su empleo en el contexto de clasificacion es apropiado en situaciones en las cuales las variables vy,
..., Up no son independientes. Obsérvese que d7 generaliza a di5, que a su vez generaliza a d;5.

(c4) Distancia del x*:
P 2
1 [wip  wg
dig(wi, wj) = ( = — ),
18 (wi, w;) Ew.k wi. W,

donde wy = )", wy, y para s € {i,j}, w,. = ) §_, ws. La distancia del x? es la base del
Andlisis de Correspondencias. Su empleo es particularmente apropiado para tablas de datos de
frecuencias.

(cb) Distancia del ACP:

P
dyg(wi, w;) = Y e (wh — why .
k=1
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(d) Indices de intensidad de presencia de atributos.

Para las situaciones en que las variables vy, ..., vy son atributos y w;; es un indicador continuo de
la intensidad de la presencia del atributo vg en el objeto w;, otros indices de disimilitud han sido
propuestos. En este caso wy. > 0,1 <i<n, 1<k < p Por ejemplo, los objetos a clasificar pueden
ser regiones geograficas adyacentes, mientras los atributos pueden ser distintas especies bioldgicas,
de manera que w;; es un indicador de la abundancia de la especie k-ésima en la region i-ésima. Las
disimilitudes mds importantes en este contexto son las siguientes:

(d1) Czekanowski-1932, Halternorth-1937, Cain y Harrison-1958:

dQﬂ(whwj) = —letk _w:,-kl
k—l

(d2) Lance y Williams—1966:

|wtk w_;-kl
do1 (wj, wy) = —
( iy .'.l') szl Wi +wjk

(d3) Clark-1952:

daz (wi, wj) = {li(w)z}lfﬂ.

P - \Wik T Wik
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(d) Indices de intensidad de presencia de atributos.

(d4) Odum—1950, Bray y Curtis—1957:

2=t lwik — wik|
das(wi, w;) = :
(i, 05) .E:l(wik +wij)

(d5) Kulezynski:

P min{w;p, wi
ol 07) = St o i 0

b (wik +wi)

(d6) Marczewski y Steinhaus:

Ei::l lwit, — w |
i:l m‘ﬁ"x{w@k? w_’,'k}

dﬂﬁ(wiawj) =
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Los indices de agregacidn generalizan el concepto de distancia entre grupos de objetos. Un
segundo paso en Clasificacién Automética consiste generalmente en seleccionar un indice de agre-
gacion apropiado para los fines del estudio.
Formalmente, un #ndice de agregacion (o simplemente una agregacion) sobre P({2) es una
aplicacién d: P(2) x P(Q) +— R (donde P(£2) es la coleccién de subconjuntos de 1) que verifica las

siguientes dos propiedades:

(6) Positividad: 8(hi,ha) >0, Vhi,hy € P(Q).

(7) Simetﬂ'ir J(hl;hﬁ) =5(h2;h1)? vhl;hﬂ € P(ﬂ)

(8) Preordenanza: § establece la misma preordenanza que d sobre 2 x {2, esto es,

d(wp,wq) > d(wr,ws) = 0({wp}, {wq}) = 6({wr}, {ws}), Vwp, wy, wr, ws € Q.

Algunas de las agregaciones mas conocidas en la literatura especializada son extensiones de una
disimilitud, en el sentido que verifican ademés la propiedad siguiente:

(9) Extensionalidad:  6({w;}, {w;}) = d(w;,w;), Yw;,w; €.

La propiedad (9) es un caso particular de la (8). Los ocho indices de agregacién 4y, ..., dg que se
enumeran a continuaciéon cumplen la propiedad (8), aunque no todos cumplen la propiedad (9).
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(a) Vecino mds cercano, o “single linkage”, Jardine y Sibson—1962:
d1(h1, h2) = min{d(w;,w;) : wi € h1,w; € ha}, Yhi, ha € P(Q2).

(b) Vecino mds lejano, o “complete linkage”, Sorensen—1948:
52(h1,h2) =mé,x{d(w.g,wj) Twy; € h1,w_;.' € hg}, Vhi, ha € P(ﬂ).

(¢) Promedio de las distancias, Sokal y Michener—1958:

1
d3(h1,ho) = mmagjeﬁn d(wi, wj), Vhi,ha € P(Q).
* oihe k) Qb ha) @ ﬁr’
=

2 hi 2 hi

53[}1'1: hﬂ}
Figura 1: Representacion esquematica de las agregaciones 41, da, d3.
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(d) Agregaciones euclideas:

En los restantes indices de agregacién dy4, d5, dg, 07, dg, se considera a £} como un subconjunto de
un espacio euclideo RP. Algunas nociones fundamentales deben definirse:

= A cada objeto w € 0 se le asocia un peso, p(w), indicador de la importancia del mismo dentro
del andlisis. Los pesos de los objetos estdn caracterizados por las propiedades

pw)>0, Ywe® ; > pw)=1

well

En la mayoria de las aplicaciones todos los ob jetos tienen idéntica importancia en el andlisis,
de modo que p(w) =1/|Q], Vw € Q (pesos candnicos). Adicionalmente, se define el peso p(h)
de un grupo h C Q de objetos, mediante p(h) = >_, _; p(w).

» El centro de gravedad o baricentro de un grupo de objetos h C €2 se denota por G(h) y se
define mediante:

G(h) =p%2p(w)-w.

weh
Al baricentro G(h) se le asigna el peso p(h).

» La inercia de un grupo de objetos A C {2 es una medida de cohesién /dispersién de los objetos
del grupo con respecto a su centro de gravedad. Se denota como I(h) y se define mediante

I(h) = ) p(w) - |lw— G(h)|*.

weh
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CMPA-UCL 14 inercia de un grupo de objetos b C (2 es una medida de cohesién /dispersién de los objetos
del grupo con respecto a su centro de gravedad. Se denota como I(h) y se define mediante

I(h) = Y p(w) - |lw— G(h)|*.

weh

Todas las disimilitudes empleadas en la definicién de las agregaciones euclideas dy, . . ., dg seran
distancias euclideas cuadriticas. A continuacidn se enumeran estas agregaciones.

(d1) Distancia entre baricentros, Sokal y Michener—1958:
54 (hh hg) = d(G(hl ), G(hﬂ )); thhz = P(ﬂ)

(d2) Imercia de la unidn, Jambu—1978:
Jﬁ(h‘l;hﬂ) = I(hl Uhg ), th,hg = 'P(ﬂ)

(d3) Varianza de la union, Jambu—1978:

1
dg(h1,ha) = hl—UhQ)I(hl Uha), Yhi,ha € P(2).

(d4) Incremento de la inercia, Ward-1963:
07(h1,h2) = I(h1 Uha) — I(h1) — I(h2), Yhi,ha € P(Q).

(d5) Incremento de la varianza, Ward-1963:

_ p(m)phe)
Jﬂ(hlahﬂ) - [P(hl) _I_p(hg)]g_ d(G(hl )? G(hﬂ))? Vhl;hil € P(ﬂ)
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En Clasificacién Automdtica las jerarquias indexadas brindan una estratificacién completa de

la coleccién de objetos en estudio, de acuerdo a las relaciones de similitud /disimilitud entre los

mismos. Una jerarquia sobre 2 es cualquier subconjunto H de P(£2) que verifica las siguientes tres

propiedades:

1. QeH, ¢¢H.

2. {w}eH, Ywe.

3. hinhy €{¢,hi,ha}, Vhi,hoe H.

Si adicionalmente H wverifica la siguiente propiedad:
4. h € H = (o bien h es unitario, o bien h = hq Uhg, con hy, hy € H),

entonces se le llama jerarquia binaria sobre ). Una indezacion f para la jerarquia H es una
aplicacién f: H — R que verifica las siguientes dos propiedades:

5. f({w}) =0, Yaw e Q.
6. hlghﬂ :'f(hl){_:f(hﬁ)a thahZEH-

Al par (H, f) —donde H es una jerarquia sobre {! y f es una indexacién para H— se le llama
jerarquia indexada sobre ().

Las jerarquias indexadas suelen representarse graficamente por medio de drboles o dendogramas.
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Por ejemplo, supdngase que {2 est4 compuesto por 7 objetos: 0 = {w,ws,...,ws} y la jerarquia
H esté formada por los 12 grupos de objetos: H = {hy, ha,...,h12}, donde:

hi = {wi}, 1<i<7 hs = {ws,ws},
hg = {wy,wa, w3}, hio = {ws,ws,we}l,
hi = {ws, ws, we, wr} hiz = Q.

Supéngase ademds que H estd indexada mediante la funcién f definida por f(h;) = 0, cuando
1<i<Ty f(h;) =i— 7, cuando 8 <1 < 12. Entonces la jerarquia indexada (H, f) se representa
graficamente con un dendograma como se ilustra en la Figura 2.

fn |h12
5 -------------------------------
o Wi 4 hii
Wee tﬁ
ﬂ.-rlﬁ ! 3 | _ hlﬂ'
h
151 pLE T °
M
s t;:! N hB
0

Wy s e e uhy e wz ()

Figura 2: Ejemplo de una jerarquia indexada, a partir de 7 objetos wy, ... w7. A la izquierda se
ilustra como podria ser la posicién relativa de los T puntos en el plano.
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4.1. Construccion del indice de la jerarquia

Cada jerarquia H sobre {} puede indexarse de una infinidad de maneras, conservando la misma
preordenanza de los grupos de la jerarquia. Interesa en las aplicaciones aquellas indexaciones que
permitan una facil interpretacién de los resultados.

Cuando la jerarquia H es binaria, es posible construir una indexacién f para H a partir de un
indice de agregacion § sobre P(£2), empleando el siguiente esquema recursivo:

f{w}) = 0, Vwe
f(h) = 68(hy,ha), cuando h =hy Uhgy, con hy,hy € H.

No obstante, este esquema no siempre define una indexacion vilida sobre H, pues podria conducir
a inversiones (esto es, existencia de grupos hy, ha € H para los cuales hy C hg pero f(hi) > f(ha)).

Para evitar la produccidén de inversiones en el esquema anterior basta con modificar la definicién
de
f(h1 Uhg) := méx{d(h1, ha), f(h1), f(ha)}.



Clasificacion Automatica

CIMPA-UCR
5. Algoritmo general de la clasificacion jerarquica aglomerativa

El objetivo terminal en un estudio de clasificacién automatica jerdrquica es producir una je-
rarquia indexada (H, f) a partir de la caracterizacién que se posea de los objetos a clasificar. Una
vez seleccionados los indices de disimilitud d sobre €} y agregacién § sobre P(2), el algoritmo
bésicamente consiste en:

» Se construyen los grupos unitarios {w}, Vw € Q.

= Se construyen paso a paso los grupos restantes que conforman la jerarquia indexada (H, f).
En cada paso se buscan los grupos hp y hg que estén mds préximos (de acuerdo a la agregacién
d) y se unen en un nuevo grupo de la jerarquia.

La indexacién construida por este algoritmo es precisamente la inducida por J, evitando las
inversiones.
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ALGORITMO GENERAL DE LA
CLASIFICACION AUTOMATICA
JERARQUICA AGLOMERATIVA

Inicializaciones

* H + {{w} :w € Q}
* P {{w}:we}

Depuracidn

* En tanto que existan
h, h' € H tales que

* Cdleulo de las ' r
I W Chy f(K)=f(h),
disimilitudes d(wi,w;), Repetir hasta : N
con w;, wj € {2 < que 1 € H baga: Suprima I’ de H.
Cdlculo de la nueva clase Actualizacidn Actualizacidn de
h=hy,Uhy de H y de P las agregaciones
* hy Uhg « solucidn de * H e+ HU {hyUhg} * Para todo h € P se
min{d(h;,h;) : hi,h; € P} * P ¢ particidn obtenida calcula d(h,hy Uhg)
7 a partir de P reuniendo | | » f(hy U hy) + mix{f(h,),
las clases hp y hq f(ha), 8(hp, hq) }

Figura 3: Algoritmo general de la clasificacién automdtica jerirquica aglomerativa, partiendo de
una, disimilitud d y una agregacion 4.
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5.1. Ventajas y desventajas del algoritmo general de clasificacién jeradrquica

= Ventajas:

e Complejidad O(n?), si se aplican las férmulas de recurrencia de Lance, Williams, Jambu.
e Dadas d y 4, hay una tnica solucidn.
e Facil lectura

» Desventa jas:
s Resultado depende de 4.
s Resultado depende de cémo el programador resuelve las igualdades.
e Cargar en memoria tabla de n? disimilitudes.
e Una jerarquia impone restricciones de inclusion.
e Se aproxima d con una ultramétrica.

e Es un algoritmo voraz (“greedy”)



Clasificacion Automatica

%Ew'
CIMPA-UCR

5. Algoritmo general de la clasificacion jerarquica aglomerativa

5.1. Implementacion del algoritmo: recurrencia de Lance-Williams & Jambu

En la implementacién del algoritmo es de fundamental importancia poder calcular las nuevas
agregaciones 6(h,hp U hy) mediante una férmula de recurrencia, en términos de agregaciones e
indices previamente calculados. Ello lleva a un ahorro sensible de tiempo de computaciéon. Jambu
[16] brinda una férmula general para el cdlculo de las nuevas agregaciones d(h, h, Uhg). Esta es:

E(h,hl Uhg] = ﬂlﬁ(h,hl) -I-ﬂzﬁ(h,hg) + a3 J{hl,hg] +
ayq f(h) +as5 f(h1) + ag fha) + (1)
ar |5(h?h1)_5(h?h2)|

La recurrencia anterior generaliza una antigua férmula de recurrencia de Lance y Williams [6] en
la cual solamente se consideran los términos asociados a los pardmetros a, as, az y a7. En la
recurrencia (1) de Jambu los valores de los pardmetros ay, ag, ..., ay fueron calculados por varios
autores (ver [16, 6, 27]) y son presentados en la Figura 4, para cada una de las agregaciones cldsicas
d1, da, ..., dg descritas en la seccidn 2.
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5.1. Implementaciéon del algoritmo: recurrencia de Lance-Williams & Jambu

Parametros a; — iy (o s 14 s e -
Agregacién § | || d(h,hi) | 8(h,h2) | 8(hi,ha) | f(R) | F(hi) | f(ha) | 8(h,h1) — 8(h, ha)|
di(h, h1 U h2) 1/2 1/2 0 0 0 0 -1/2
d2(h, h1 U hz2) 1/2 1/2 0 0 0 0 1/2
83 (h, hy U ha) P P 0 0 0 0 0
P+ pe P4+ pa
a(h, hy Uhs) P P2 hp 0 0 0 0
4(hha Uhs P+ p2 P+ pe (pr + p2)?
55(h, b Uha) p+p P+ pe Pt @ - | - | —» 0
pr pr pr pr
2 2 2 I — 3
86 (h, h1 Uhz) (p +2P1] (p+ p2) (p1 + p2) j; fl g}; 0
Pr Pr Pr pr | Pr Pr
§7(h, hy Uhg) ptp | pim Zp 0 0 0 0
pr pr pr
(p+m) | (p+m)? | —p(m+ )
ds(h, h1 Uhs2) 0 0 0 0
( 7 7 7

Figura 4: Valores de los pardmetros a; en la férmula de recurrencia de Jambu para las diferentes
agregaciones. Aqui p = p(h), pp = p(h1), ;2 =plh2), pr =p+p1 + 2.
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5.1. Implementacién del algoritmo: recurrencia de Lance-Williams & Jambu

La férmula de recurrencia general de Jambu (1) caracteriza por completo el tipo de agregacion §
utilizado en el algoritmo general. Se podria utilizar esta recurrencia, con alguna seleccién especifica
de los pardmetros ay, . .., a7 (no necesariamente alguna de las citadas en la Figura 4), para construir
una nueva agregacion d. No obstante es de esperar que algunas selecciones de los parametrosay, ...,
a7 en la férmula de recurrencia (1) conduzcan a inversiones en la agregacién §. Diday y Lebart [9]
estudiaron este problema y establecieron condiciones suficientes sobre los valores de los parametros
ai, ..., ay para que las inversiones no se produzcan. Estas son:

Teorema 1 Supdngase que se cumplen simultdneamente las condiciones: i) a1 +as +agz > 1, i)
a; > 0, para j € {1,2,4,5,6}, #i) ay > —min{a,,az}. Entonces, la agregacion d construida a
partir de la formula de recurrencia de Jambu (1) no contiene inversiones.

De las agregaciones clisicas 4y, ..., dg solamente 4, 8o, d3 y 47 verifican estas condiciones. La
agregacion d4 (distancia entre centros de gravedad) puede conducir a inversiones, al igual que la
agregacion dg (incremento de las varianzas). Para evitarlas se emplea la definicién alternativa arriba
senalada para la construccién del indice f de la jerarquia: f(hpUhg) = max{d(hp, hg), f(hp), f(hq)}-
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6. Un ejemplo: clasificaciéon de pintores del Renacimiento

A
e%nﬂ >

CIMPA-UCR
Niim Pintor Color Expresividad Composicién Diseno
01 Bassano 06 08 17 ]
02 Bellini 04 06 14 00
03 Cortona 16 14 12 06
04 Da Udine 10 0s 16 03
05 Da Vinci 15 16 04 14
06 Del Piombo 08 13 16 07
o7 Del Sarto 12 16 09 08
08 Durer 08 10 10 08
09 Guercino 18 10 10 04
10 Holbein 09 10 16 13
11 Jordaens L. 13 12 09 06
12 Michelangelo 08 17 04 08
13 Murillo 06 08 15 04
14 Perugino 04 12 10 04
15 Pordenone 08 14 17 05
16 Poussin 15 17 06 15
17  Raphael 17 18 12 18
18 Rembrandt 15 06 17 12
19 Romano G. 15 16 04 14
20 Rubens 18 13 17 17
21 Teniers 15 12 13 06
22 Tintoretto 15 14 16 04
23 Van Dyck 15 10 17 13
24 Veronese 15 10 16 03

Figura 5: Los 24 pintores mds conocidos del Renacimiento, calificados segin el criterio de Roger
de Piles. Las calificaciones van de 0 (minima) a 20 (méxima).
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Un ejemplo: clasificacion de pintores del Renacimiento

Bellini 02

Da Udine (4 32
MMurillo 13 :I_ 22
Del Piombo 06 4
Pordenone 15 -

Cortona 03 27
Teniers 21 |1 ]34 R

Guercino (09 39
Tintoretto 22 31
Veronese 24 :_
Del Sarto 07 33
Jordaens L. 11 }4[! :
Michelangelo 12 41 L
Durer (8 35 '
Perugino 14
Da Vinci 05 ]2_5
Romano G. 19

Poussin 16 i

Rembrandt 18 30
Van Dick 23 | 43
Raphael 17 37
Rubens 20

Bassano 01 :'& \,.-"f (h)
36 ]

44 |

Figura 6: Dendograma de clasificacién de los 24 pintores, empleando la distancias euclideas (d15)
entre los pintores y la agregacién de Ward (d7) entre los grupos de pintores.
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Clasificacion Automatica

6. Un ejemplo: clasificacién de pintores del Renacimiento
Grupo Pintores Caracterizaciéon del grupo
Bassano
Bellini Color deficiente (8.6)
1 Da Udine Regular expresividad (9.6)
Murillo Buena composicidn (15.0)
Del Piombo | Pésimo disefio (3.3)
Pordenone
Cortona
Teniers
Guercino
Tintoretto Buen color (11.8)
2 Veronese Buena expresividad (13.0)
Del Sarto Composicidn normal (11.0)
Jordaens L. | Mal disefio (5.9)
Michelangelo
Durer
Perugino
Da Vinci Excelente color (15.0)
3 Romano G. Excelente expresividad | (16.3)
Poussin Pésima composicidn (4.7)
Excelente disefio (14.3)
Holbein Excelente color (15.0)
Rembrandt Expresividad normal (11.4)
4 Van Dyck Excelente composicidn | (15.8)
Raphael Excelente disefio (14.6)
Rubens

Figura 7: Interpretacion de la clasificacion de los pintores en 4 grupos. Entre paréntesis se ha
anotado el promedio de cada atributo en cada grupo.
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7. Las piramides
CIMPA-UCR Formalmente, una pirdmide P sobre () es un conjunto de partes no vacias de € (llamados
“grupos” de la pirdmide), que satisface las siguientes 4 condiciones:

[a—

QeP, ¢¢P

2. {w} € P, para todo w € Q, esto es, P contiene a todos los grupos unitarios.
3. Sihy, hy € P, entonces tendremos que, o bien hy Nhy = ¢, o bien by Nhy € P.

4. Existe un ordenamiento # de los objetos de {2 bajo el cual todo grupo h € P estd asociado
a un “intervalo” de @, esto es, no se presentan “cruzamientos” en el grafico de P luego del
ordenamiento & de los ob jetos.

'f“ hia
5

Wse [ ]

W s We Wy [T Wa ws 0

Figura 8: Ejemplo de una pirdmide P para mismos 7 objetos wy, ..., wy de la Figura 2.
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8. Optimizacion en clasificacién jerarquica

CIMPA-UCR

El estudio de las ultramétricas es de fundamental importancia en clasificacién automaética je-
rarquica, debido entre otras cosas al siguiente resultado atribuido a Benzecri.

Teorema 2 (Benzecri, 1973) Existe una biyeccidn constructiva entre el conjunto H de todas las
jerarquias indezadas sobre () y el conjunto U de todas las ultramétricas sobre ().

Indicamos cémo construir una ultramétrica p a partir de una jerarquia indexada (H, f) sobre Q, y
viceversa:

» A partir de una jerarquia indexada (H, f) sobre 2, podemos construir la ultramétrica p
mediante
p(w,w') =min{f(h): h € Hy w, w' € h}.

» A partir de una ultramétrica p sobre {2, podemos construir una jerarquia indexada (H, f) de
la siguiente manera: a) Primeramente, para cada a € R definimos la relacién R, sobre
mediante:

w Ry w' & plw,w') < a.

Es ficil probar que R, es una relacién de equivalencia sobre () . b) A continuacién definimos
la jerarquia indexada (H, f) sobre {2 como el conjunto H de todas las clases de equivalencia
de las relaciones R,, con a > 0, en donde a cada grupo h € H le asociamos el indice
f(h) = max{p(w,w’) : w,w' € h}, cuando h no es unitario, mientras que f(h) =0, cuando h
es unitario.

Se demuestra que estos esquemas de construccién son inversos el uno del otro: aplicados en pares
uno después del otro produce que retornemos a la misma jerarquia indexada o misma ultramétrica
de partida.
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N 8. Optimizacion en clasificacién jerarquica
CIMPA-UCR . . . . . .
Gracias a la equivalencia entre las jerarquias indexadas y las ultramétricas, es natural plantearse
el problema de la optimalidad en clasificacién automatica jerdrquica como sigue: a partir de una
disimilitud d sobre Q dada, se busca una ultramétrica u* € U que sea solucién al problema

minimizar {A(d, p) : p € U}, (2)

donde A(d, p) es alguna medide de adecuacion entre d y p que debe ser definida con exactitud.
Algunas de las medidas de adecuacién A que han sido propuestas en la literatura son:

(a) Benzecri-1973:
Ay (d, p) = correlacién entre d y p, medida sobre todos los objetos w € (2.

(b) Hartingan—1967, Carrol y Pruzansky-1975, Chanon, Lamaire y Pouget—1980:
Ng(dyp) = Y plw)plw) [d(w,w') — p(w,w")]".

w,u’ £4)

(¢) Defays—1975:
Dy(dyp) = D |d(w,w') — plw,w')].

w,u’ £11

(d) Lebart—1982:
1/r
M) = | X [, w) = pw )|, conr >0

w,uw’ £1)
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8. Optimizacion en clasificacion jerarquica

8.1. Resultados para ultramétricas dominadas
Una ultramétrica p € U se dice que es dominada por la disimilitud d si se verifica
plw,w') < d(w, w'), Y, w' € (.

Describimos esta situacidn escribiendo simplemente p < d.

Teorema 3 Dada la disimiitud d sobre §, el problema
minimizar { A(d,p): p €U, con p<d} (3)

posee solucion unica para las tres medidas de adecuacion Aa, As y As. Ademds, la solucion es la
misma en los tres casos: la lamada “ultramétrica bajo-dominacion” pg, definida por

f-"d(w:w‘r) =$“P{H(w?‘wr):ﬁeua ”jd}' (4)
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W% 8. Optimizacion en clasificacion jerarquica
CIMPA-UCR

Comentarios

» ug es en efecto es una ultramétrica sobre (1.

» El problema andlogo para ultramétricas dominadoras p = d, esto es,
minimizar { A(d,pu): p € U, con p =d}, (5)

no tiene una solucidn til, pues entre otros cosas se demuestra que la cantidad andloga a pg
definida por
inf{ p(w,w'): peU, p=d} (6)

no define una ultramétrica sobre (1.

» La ultramétrica bajo-dominacion ug es equivalente —de acuerdo al esquema constructivo del
teorema de Benzecri— a la jerarquia indexada (H, f) que se obtiene al aplicar el algoritmo
general de la clasificacidn jerarquica aglomerativa con la agregacion 8, del vecine mds cercano.

» Por esta razdn a veces se afirma que esta agregacion J; produce resultados éptimos en clasifi-
cacion jerarquica, aunque en realidad la optimalidad es relativa a los criterios de adecuacion
y dominacién anteriormente mencionados.
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wo® 9. Clasificacién automdtica mediante particionamiento
CIMPA-UC

n Sea Q ={wy,...,w,} el conjunto finito de n objetos que deseamos clasificar y sea k < n el
mimero de clases en los cuales deseamos clasificar a los ob jetos.

» Una particion P = (Cy,...,C;) de Q en k clases Cy, ..., Cj, estd caracterizada por las
siguientes dos condiciones:

k
@ o= (b) CiNCj=¢, Yi#j

i=1

» En el curso de nuestros algoritmos permitiremos eventualmente que algunas de las clases
C; sea vacia, de manera que en realidad las particiones P = (Cy,...,Ck) que estaremos
considerando son particiones de (2 en k£ 0 menos clases.

» Sea Pi el conjunto de todas las particiones P = (Cy,...,Ci) de  en k 0 menos clases.
Andamos interesados en encontrar “buenas particiones”, esto es, aquellas particiones que
reflejen las relaciones de similitud existentes entre los objetos w; € 1.

» Cada objeto w; € § estard caracterizado por p distintos atributos o variables, medidos en
una escala numérica, de donde cada objeto w; serd visto como un vector del espacio euclideo
RP.
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: 9. Clasificacion automatica mediante particionamiento
CIMPA-UC..

= En este espacio de representaciéon contamos con una métrica euclidea M, que nos permite
definir el producto interno {(w; |w,)ar = wfMw; entre los objetos, asf como la norma ||w||%, =
w! Mw. En la programacién de los algoritmos se ha supuesto, sin pérdida de generalidad para
efectos de convergencia, que M =1Id (métrica euclidea cldsica). En efecto, en el caso general
la métrica M se descompone como U, y la transformacién z; = Uw; nos lleva a la métrica
euclidea cldsica, con los nuevos datos z;.

= Asociado con cada objeto w; € (1 tendremos el peso de w;, denotado por p;, que refleja la
importancia relativa del objeto w; en el estudio. Los pesos p; son todos positivos y su suma
es la unidad: >, p = 1.

» La calidad de una particion P = (C},...,C;) se mide a través de la inercia inter-clases

B(P), indice que refleja la intensidad de la separacién entre los centros de gravedad de las
diversas clases Cj:

k
B(P):=)_ p(G) - |G(@) - GG
i=1
donde p(C;) es el peso relativo de la clase C; mientras que G(€2) y G(C;) son los vectores
centros de gravedad de 2 y C; respectivamente, calculados mediante las formulas siguientes:

p(CG)= D> p, GO)=)_puw, GG)= . Y. psws.
s=1

w;ECi ﬁq} w.gECi
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s 9. Clasificacion automatica mediante particionamiento
CIMPA-UC..

9.1. Sobre la complejidad de los algoritmos de particionamiento

= Fl problema de la clasificacidon automatica por métodos de particionamiento consiste entonces
en hallar la particibn P € P, que maximiza la inercia inter-clases B(P). La complejidad
computacional de este problema es del tipo NP-completo, pues se trata de una generalizacién
del conocido problema NPP, el cual origind la terminologia de este grado de complejidad
para problemas andlogos [21].

» Para tener una idea del tamano combinatorio de este problema, si denotamos por S(n, k) y
B, el numero de particiones de {2 en k clases no vacias y el ntimero total de particiones de (2
respectivamente, entonces,

k o0 I T
S(n, k) =$ Z{_l)k_i(%) i* , Bp=e" Z (E+1)"

1
" =0 (] i—0 (X

= Por ejemplo S(60,2) ~ 0,58 x 10*¥, §(60,5) ~ 0,72 x 10*°, 5(100,5) ~ 0,66 x 10%®, mientras
que B]_u = 115975? Bys = 0?14 x 1010 i B4u = U?lﬁ x 10%. En un prublema. de clasificacion
automética de tamafio “regular”, en el cual €} tenga 100 objetos y el nimero de clases sea
k =5, si existiera sobre la Tierra un computador tan veloz que fuese capaz de calcular B(P)
para cada una de las particiones P de Q en un tiempo de 107! segundos en busca de un
méximo global, a este veloz computador le tomaria algo mas de 2 x 10%® siglos en completar
el andlisis de todas las particiones del problema!
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Lo,

M' - - . r - - - - -
camra-uc 9. Clasificacion automatica mediante particionamiento

9.1. Sobre la complejidad de los algoritmos de particionamiento

» En virtud del monstruoso tamano del espacio de configuraciones de este problema de optimi-
zacion discreta, no cabe esperarse la existencia de un algoritmo eficiente para la obtencién
del 6ptimo global. Eficiente en el sentido de la complejidad computacional: que realice los
calculos en tiempo polindmico.

= De hecho, si la Conjetura Fundamental de las Ciencias de la Computacion denominada
P #£NP

fuese realmente verdadera (la prueba o refutacién tiene un valor de $1.000.000, pagaderos
por el Instituto Clay de E.E.U.U.), entonces del todo no existiria ningin algoritmo eficiente
para el problema del particionamiento dptimo.
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camra-uc 9. Clasificacion automatica mediante particionamiento

9.2. El teorema de Huygens

En los algoritmos que desarrollamos utilizamos algunas veces el criterio de la inercia inter-clases
B(P) y en otras el criterio de la inercia intra-clases W(P ), motivados por el resultado del teorema
de Huygens que sigue.

Teorema 4 (Huygens) Para cada particion P € P, en k o menos clases, se tiene que la suma
B(P)+ W(P) es siempre tgual a la constante I, llamada inercia total de €, cuya formula es

B(P) +W(P) =1In = ) _pi|lwi — G(Q)|l3-

i=1

Corolario 5 Los siguientes dos problemas de optimizacion combinatoria son equivalentes:

(1) Maximizar B(P) (2) Minimizar W(P)
sujeto a P € P sujeto a P € Py
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%g'
MPA-UC™ ) . o _
10. Los métodos tradicionales de particionamiento

CI

Los algoritmos tradicionales de clasificacién automatica mediante particionamiento mas cono-
cidos son los siguientes:

= El algoritmo de “k-means” de MacQueen-Forgy, o la generalizacién de Diday en la misma
direccidn, denominada “nubes dindmicas”.

= Los “algoritmos de transferencias”, de Régnier.
= El “Andlisis de Particiones Principales”.

Ventajas

Son “algoritmos codiciosos”, muy rapidos.

Desventa jas

Converjen a 6ptimos locales y no globales.
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Método de nubes dinamicas

Forgy (1965)
Mc Queen (1967) “k - means”
Diday (1969) —» MND
e Da una particion inicial al azar: P.

e calcula los centros
)

e Asigna los individuos al centro mas cercano:

ciclos forma ¢,,...,c, nueva

& Recalcula los centros s 8y

Hasta alcanzar una estabilizacion.
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Método de nubes dinamicas

Forgy (1965) : esquema basico
Diday (1969) : esquema general

e Una clase se representa por un nucleo o prototipo
C ™ N,
e A partir de una representacion inicial en nucleos, se iteran:

- se hacen clasificaciones por asignacion de los objetos al

al nucleo mas cercano

- se representan las clases mediante el cdlculo de los
nucleos
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| Ejemplos de nucleos

CIMPA-UCR

e Caso euclideo: centro de gravedad 7T
(punto u objeto promedio) ek
e Caso no euclideano: una muestra .
P . \\\
(@)

(objetos mas representativos) e (5
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Ejemplos de nucleos

S CE
CIMPA-UCR

e Reconocimiento de formas: métricas o distancias adaptativas

Una sola métrica /e Se

Una métrica por clase: T g
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Etapas en el MND

Asignacion
x, — C, si
d(x,N,)<d(x,,N,) para he 1.k}

ie: d(xi,Nl)Smhl’nd(xl.,Nh)

En caso de igualdad, se asigna x; a la clase de indice menor

Representacion
N, es nucleo de ¢, si el criterio W es minimo con N,

Caso euclideo: N,=g,, el centro de gravedad

Teorema de Huygens

1,(€)=1,(C)+#lg, —a]

Ia(Cl): Zpi

xie Cl

2
x, —df
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MND: nucleos son centros de gravedad
Forgy 1965, Diday 1967, Mac Queen 1967

CIMPA UCR

d : distancia Euclidea clasica (cuadratica)

xJ : cuantitativas

—> Nucleo que minimiza: centro de gravedad g,

=) w(p.0)=w=3 Y

l:1 xl-E Cl

2 . .
Xi—ng . Inercia intra-clases
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MND: nucleos son centros de gravedad
Forgy 1965, Diday 1967, Mac Queen 1967

Algoritmo:

1. Escoger k individuos: (al azar o con experticia) g\°,g.....g."”

2. Para i =1 hasta n: asignar x; al centro gl(t) tal que:
‘ :anﬂ “ }

(1)
X, —
S J
(caso de igualdad: menor indice)

'xi_gl

Se forman clases C,C{",...,C"
3. Calcular nucleos: para /=1 hasta k
1) _ 1 (i=1) _ ( _ 1)
8 = (r-1) PiX con ,Lll — Z P; =1+
l xieCl’_l) xieClH)

4. Hasta que ningun individuo cambia de clase



Clasificacion Automatica

MND: convergencia

CIMPAUCR
W decrece en cada iteracion del MND

ASIG: i) Sean P = (Cl,...,Ck ), L= (gl,..., g, ), f(L): particion alrededor

. de los g,
=2 2D

l:1 xiG Cl

WL ()= 3 p,

[=1 x;eD,

2
xi_ng

xi_ngZ’ con f(L)=(D,.....D,)

Sea ze Q:ze C; zeD,
por definicionde D, |4 ' < z-g,

2
= P =g

Z_th2 < P,

Razonando V ze Q: W(L, f(L))<W(L,P)
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DESCRIPCION DE UNA PARTICION (1)

CIvPA. UC‘M daigonal

Indice global: R _b si R=1= Buena Clasificacién
! Sl R =0= Mala Clasificacién

Contribucion de las variables:

i~ . :
con : x medidasde x’ en cada
clase

Descripcion de las clases:

B(l) = Var,( ) posicion de C, respectoa g B( /) T= C es
B excentrico

14
=3 Y p,(x/—g/): concentracion de la clase W( /) 1
1 e = C, esta concentrado
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DESCRIPCION DE UNA PARTICION (2)

R A

CIMPA-UCR

Descripcion de las clases por variable:

oy
x! =C, :Cor(j’l):ﬂl\j:r(xf)

cor(j,1)T: x’ es homogénea sobre C,
Ej: R = 94%
cor (1) =96.7% — discrimina

cor (2) = 89.8%
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« 1: emp.priv.necesaria

+ f: democrat.no ejército
« 10: EE.UU. no democrat.

« 3: emp.priv. no hay tiempo

+ 7. ejército=pais totalitario

« 4: trabajad.respetar patrono

— + §: mi padre + tiempo a emp.

« 2: sindicato sin despido

+ 8. amenazas — C.R. necesita ejére.
+ 0: egjercito C.R. — dictadura

0.5 0

Escq.la dle dislimillitudl
1 09

=4

Figura 6.9: Arbol de clasificacién para las variables de opinion.
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Salto muumo Salto mésumo
Ny I—I Vo 1:|_
Vim0 ¢ vion 2
v143 § yLas g
LALERE yips 3
ki ] AT

Salto promedio Distancia entre centrog de gravedad
o I ey o

|
wioo } vioo !
V43§ Wi43 i
Tins 1 vios
V135 4 vizs
Agregacion de Ward Incremento de la varianza

wiog gLon 2
W143 3 waz b
vi0s 1 vios 3
¥133 | vias 4

Figura 6.10: Arbol jerarquico de las variedades de fabes asturianas usando
seis criterios de agregacion.



198y

o
1047

— [oyjon

de las variables.

-

arquico

K

Figura 6.11: Fabes asturianas: arbol jer



